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2.5 Integralrechnung in 1D

Man teilt die Flache in n schmale
Streifen der Breite:

(1) Problemstellung und Definition X — X

Wie grol3 ist die Flache unter einer AX =P o :

Kurve f(x) zwischen den Grenzen S _ -

x, und x, ? Die HGOhe jedes Streifens ist:

f(x,) mit x =X +k-AX
Dann kann man die Flache schrei-
ben in der Form:
00 e !
/ _AIiTOZf(x)Ax jf(x)dx
—AXi— N 7

Den rechten Ausdruck bezeichnet
man als ,,bestimmtes Integral*“ der

X Xy X, « | Funktion f(x) in den Grenzen

{Xaixb}-
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Beispiel:

Es soll das Integral der Funktion
f(x)=X
zwischen den Grenzen x, und x,, berechnet werden. Die Summation liefert
X

S :Zf(xk)AX:ZXk AX:Z(Xa +k AX) X~ %
k=1 k=1 k=1 n

n n 2 n 2n
X, — X X, — X X, — X X, — X
_ b b _ b b
_Exa 8‘+Ek L =X, a§1+ 2 Ek
k=1 N k=1 N k=1

n n k1

Es ist: n n
- Y 1=n und Zk:n(n+1)

k=1 k=1 2

S :Iim(xa(xb—xa)+n(?]+1)1( %) j

Also folgt:

N—o0
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Der Grenziibergang n — oo liefert

2
jim MYy 1N Iim( 1):1

nN—o0 n N—o0 n N—o0

Damit ergibt sich:

S :%(Zxaxb —2X5 + X — 2X, X, + X§)=%(X§ -x;)

Spater sehen wir, dass die folgende Schreibwelse fir diese Formel
sinnvoll ist:

S:dex: Ly =1x§—1xa2
X 2 27" 2

- X3
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(11) Berechnung des unbestimmten

X+AX

Integrals (Stammfunktion) F(X+ AX) = J‘ f(£)de
f(£)dE+ f(X)AX
f(x) / !
N F ist eine Funktion von X, die
F(x) :J‘ f(£)de differenziert werden kann.
IdF . 1 X+AX X
o A@OAX( [ -] f(&)d&}
0 X X+ AX : :
l X X
=lim—| | £(§)dE+ f(x)Ax—| f(E)d
Wir betrachten jetzt ein Integral mit Alr—n>0Ax[£ (G)de+{x)Ax ! S é]
variabler oberer Grenze x. Dadurch {
wird eine Funktion F(x) definiert. = lim— f(x)Ax = f(x)

Fur kleine Ax gilt dann: D=0 AX i
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Hauptsatz der Differential und Inte-  Eine Stammfunktion F(x) zu
gralrechnung: Die Integration ist die  einer Funktion f(x) ist bis auf eine Kon-
Umkehrung der Differentation stante C bestimmt. Daher schreibt man

X auch das sog. ,,unbestimmte Integral*
F(x) :j f(E)de < dF _ f(x) | (d.h.das Integral ohne Grenzen) in der

0 X Form:
Eine Funktion F(x) ist eine Stamm- J f(x)dx=F(x)+C
funktion zu der Funktion f(x) falls gilt:
I Beispiel:
&t . iF
dx F(9 =% = (- () _

Mit einer Stammfunktion kann ein
bestimmtes Integral sofort berechnet

werden:
Xp

[ 1000=FOu)-FO=[FOL frax=[2] ~d-Li
! 2 2™ 2

:>J'xdx=%x2+C

Xy X,
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(111) Die Stammfunktion von (1v) Regeln zur Integration von
elementaren Funktionen zusammengesetzten Funktionen

Es gelten die folgenden Regeln:

1. pi dx = In x (1) Transformation der Grenzen:

9, X b C C

. [ fdx+ [ f(x)dx=[ f(x)dx

2. |e"dx=¢" A b A
3. [cosxdx=sinx I !f(x)dxz‘if(x)dx
4. .SinXdX=—COSX jf(x)dx:o

: (i) Linearitat: o und (3 sind beliebige Zahlen
5. \/;dx — %(\/;)3 ) o B g

j(af (x) £Bg(x))dx = a} f (x)dx + BT g(x) dx

a

6. |Inxdx=xlnx—-x
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(i) Partielle Integration (Umkehrung der Produktregel)

[E 2 g00dx = £ (9900 - [ L £ (e
Beispiele :

_"xzdx +Ix2dx szdx szdx F 3}2 _8_ —T x“dx
3 3 )

0

1 1
(ii) I 4x +5x dx = 4jx2dx+5jxdx 4 l | +5 EXZ :ﬂ+§:§
37 |, 7|2 3

(111) jxcosxdx =7?

d%(x) —1  f(x)=sinx= — COS X
X

g(X)=x=

df (x)
dx
jxcosxdx = XSIN X —j1~sin Xdx = xsin X —(—Cos X)

— _[xcos XdxX = XSIn X + CosS X 40
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(iv) Die Substitutionsregel
(Umkehrung der Kettenregel) U=x2 = d_u 2y — ldu — xdx
Sei eine Funktion f(g) gegeben, deren dx 2

Argument g(x) selbst eine Funktion 2N 1
des Arguments x ist, dann gilt — jXCOS(X )ax = ICOS(U)EdU

f(x)=f(9(x)) =£sin(u) :lsin(xz)
Es soll jetzt die Kettenregel 2 2

ﬁ _ df . dg I Allgemein ergibt sich somit die

dx dg dx »oubstitutionsregel““:

umgekehrt werden. Dies soll zunachst J‘ f (g (X)) dgd(x) dx = J‘ i (u)du
X

anhand eines Beispiels verdeutlicht
werden. Das folgende Integral ist _
gesucht: mit: g(x)=u
Ydx =?
jxcos(x )dx ="
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2.6 Integration von Vektoren

- (dx(t)/dt)  Die Geschwindigkeit ist die zeitliche
V(t) = & — dy(t)/ct Ableitung des Ortsvektors.
dt
(dz(t)/dt) [ )
j v, (1)dt
0
| ) (%)
:>F(t):j\7(r)dr+F0: Ivy(r)dr +] Y,
O , N,
j v (r)dr
Beispiel: \ 0
(5% ) (0) t (5 ) (514t
i(t)=| 7t |, F,=|0 :F(t):jV(r)dt:j 7t dr=| 7-1/2¢
_sin(t), L0 ° "\ sin(q), _—cos(t) +1,
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2.7 Beispiel: Quantitative Angabe eines Wertes:
Fehlerrechnung T ——

Sys stat

Alle Messungen in der Physik Beispiel: Statistischer Fehler
sind mit Fehlern behaftet.

1. Systematische Fehler: Lichtschranken

* keine Methode der Behandlung

e Wwerden oft nicht erkannt
e sind schwer abzuschatzen
Ursachen: Fehler der Mess-

instrumente, nicht optimale Es werden n Messungen der Durch-
Auslegung des Experiments in laufzeit vorgenommen:

Bezug auf die Fragestellung. LETL 7] ST

2 Statistische Eehler: Wahrscheinlichster Wert (Mittelwert):
Schwankungen der Meliwerte <t> _ l(tl Tt 4 e +tn): }Zti

bei MeRreihen. n N3 “
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Damit ist noch nichts Uber die Glite
einer Messung ausgesagt.

1. Versuch: Mal} flr den Mel¥fehler

2. \Jersuch:

o’ =((At)°) :ni_g(mi)2
1 2
- 4 (ti _<t>)

n-143

Ein Mel3wert hat also immer die
Form: t — <t>ia

Wert = Mittelwert +

Ideale Messung: t=(t) und o©=0
Die Gute der Messung, d.h. der relative
Fehler, ist durch o/{t) gegeben.

Beispiel:
Melergebnisse:
Nr. Zeitt [s]
1 1.34
2 1.29
3 1.31
4 1.33
5 1.28 44




		Nr. 

		Zeit t [s]



		1

		1.34



		2

		1.29



		3

		1.31



		4

		1.33



		5

		1.28
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Fr das Beispiel ergibt sich:

[
=1
5

3 (t, —(t)) = (0.035)% + (~0.025)? + 0% +(0.025) + (~0.03s)? = 0.00265>

=1

5
Dt =1.345+1.295+1.315+1.335+1.285 =6.555 = (t)= 6'5553 =1.31s

Daraus folgt fir die Standardabweichung:

G = \/<(At)2> — \/ 0'0042632 — 0.0255s ~ 0.03s

Mellwert: t=(1.31+£0.03)s

Relativer Fehler: AL_G _ 0.02=2-10"

(1)
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Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt ein gemessener Wert
Im Intervall t, ..... JE+HAL ?

Beispiel: Im vorigen Beispiel war (t) =1.31s und ¢ =0.03s .
Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein MelRwert

Im Intervall {t)—o .....{t) + o, also 1.28s, ..... , 1.34s
liegt?
Definition der Haufigkeit von Mel3werten im Intervall t, ..... T+ AL

Anzahl der MeRwerte im Intervall(t,...,t + At) AN
Gesamtzahl aller Messungen N

Far N — oo ergibt sich die Wahrscheinlichkeit dafur, dass
ein MeRwert im endlichen Intervall (t,....,t + At) liegt.

Haufigkeit(t) =
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Far ,,differentielle Intervalle” dt wird die Haufigkeitsverteilung pro
Intervalllange definiert:

h(t) = Anzahl der MeBwerte Im Intervall(t,...,t+dt)_d_N_@
Gesamtzahl aller Messungen - Intervallange  Ndt  dt

Fir N — oo ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsdichte w(t) dafr,
dass ein MeRwert im differentiellen Intervall (t,....,t +dt) liegt.

w(t) —

) A\ | InderPhysik spielt die GauB‘sche
- O =Ud \ ; Normalverteilung eine zentrale Rolle:
0.4 '
03 /\\\ | 1 (t —,u)z
_ /I W\ Loow(t) = exp| —
o S // \\ | O V2r o | 207
/ \\ \G =1 1 — Mittelwert, =<t >

0.1 f ]
0! ﬁ/j \. 1 o-=Streuung, o°=<({t—-u)*>

0 y 4 5 s T 10
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Es muB die Normierungsbedingung P = p(t <(t)+At,)— p(t < (t)—At,)

erfullt sein: (t)+At,
+00 " 2
Jw(t)dt =1 I P SR
= D , t
—o0 N2 o 20
Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass <t>.)—At1

ein MeRwert t die Gro3e a nicht Uber- Speziell ergibt sich:
steigt ist

1 . - (0F I p((t)£o)=plt<(t)+o)-plt<{t)-o)
p(t<a)= \/EG Jexp[_ 262 jdt =0.683

J d.h. ein Melwert befindet sich mit
68.3% iger Wahrscheinlichkeit im

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Intervall einer Standardabweichung
Mefswert in dem Intervall um den Mittelwert. Bei zwei Standard-
<t>—At1 <t< <t>+At2 abweichungen gilt bereits:

pl(t) £ 20 )= plt < (t)+20)- plt < (t)-20)

liegt, ist:
=0.954 =95.4% 49
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Fehlerfortpflanzuna:

Haufig werden in der Physik MelRergebnisse aus mehreren verschiedenen
GroRen gewonnen, aus deren Einzelmel3fehlern sich ein Gesamtmel3fehler
ergibt.

Beispiel fur Fehlerfortpflanzung:

Messung der
g — Erdbeschleunigung Erdbeschleunigung

1 .

s==gt _
2 t —Fallzeit, s—Fallweg -
2S

9 :t_2 ~
MeRwerte: s=(2.12+0.02)m S<
t =(0.66+0.12)s 2
\ 3
2(S 2.
B <>—2212=9rﬂ2 /

\9)= (t)’ ~0.66% s - %
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Der Gesamtfehler o, fur g berechnet sich aus den Einzelfehlern o, und o,

wie folgt: ; :
‘ o (st A ( (st )
S, S,
oS S=§s> ot s:§s>
\ t=(t) Y, \ t=(t) y
i 28 b cip g 2 og  4s
it g(s,1t) % ergibt sic <7 ~ t3

Einsetzen von (s)=2.12m und o, =0.02m sowie (t)=0.66s und
c, =0.12s ergibt fur den Gesamtfehler o, vong :

2 Y , ( 4.212mY’ )
. =\/(0.66282j (0.02m) +(_ 222 j (0.125)

2

m? m m m
= \/0.0084313—4+12.528258—4 = 3.543—2 = g=(9.7% 3.5)8—2

o1
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Allgemein gilt fur den Mel¥fehler ¢ einer Grolie f (x;, X,,..., X ), die
aus den n MelBwerten X, X,,...,X. mitden Einzelfehlern ¢,,0,,...,0,
Zusammengesetzt ist:

( N
> ~o| Of (X, X))

an X1:E<X1>

Manchmal wird der Gesamtfehler auch anders definiert:

o JC O

k=1 6Xk X1=:<X1>
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