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1. Vektoren & Vektorrechnung

1.1 Grundlagen
Punktraum ¢«

Vektorraum

Beziehung
Zwischen
Punkten

N B
Vekt(y
A Verschiebung

(1) Axiome eines linearen Vektorraums

J eine Addition: a,beV=a+beV

A3: 3 0 : &

Nullvektor
A4: 3 (-d): da+(-d)=0 fur vaeV
Zu Al: b
3B a
a

b
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ZU A2:
(11) Darstellung von VVektoren

\ Wahle einen Punkt 0 (Ursprung).
Dann ist jedem Punkt A der Ortsvektor
OA und einem Punkt B der Ortsvektor
0B 0B zugeordnet. Ein beliebiger Vektor

AB kann immer durch diese Vektoren
dargestellt werden:

.

AB = 0B - 0A
ZU A3 & A4 . 3
Nullvektor © AA <> 0eV 0
,Ké_>+ 5 Man benétigt also nur die Koordlnaten

} Verschiebung des Punktes A um den Vektor OA

BA—-a darzustellen.
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(111) Komponentenschreibweise: (iv) Multiplikation eines
Vektors mit einer reellen Zahl

Vektoren werden durch mehrere
Werte (Komponenten bzw. deV, pell — p-deV
Koordinaten) festgelegt. Die Ubliche
Schreibweise fur Vektoren in 3D ist:

(a, ) 5’/ a

a'X

a, | oder a:(ax,ay,az) M1l: 1.a=a

\a, | M2: a-(B-d)=(a-p)d
M3: a-(§+6):a-é+a-6

Multiplikation in Komponenten-
schreibweise:

Q)
I

Die Vektoraddition in Komponenten-
schreibwelse lautet:

fa\ (b)) [ )
) a, b, a, +b, (a,) (p-a,)
d+b=|a, |+|b, |=]|a, +b, u-d=p-a, = p-a,
\a,) \b,) \a,+b,) \a,) \u-a,) 5
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(v) Betrag eines Vektors

Der Betrag ist eine reelle positive Zahl
und gibt die Lange eines \ektors an
unabhéngig von seiner Richtung.

In einem rechtwinkligen Koordinaten-

system kann er aus den Komponenten
berechnet werden nach:

El :\/af +a; +a,

Als Schreibweilse hat sich auch etabliert:

a — Vektor
a =|a| — Betrag

Sel a ein Vektor zu einem Punkt

auf einer Geraden und b ein
Richtungsvektor, dann gilt far
alle Punkte r¥ auf der Graden:

F(t)=a+t-b, tel
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(vil) Die Punkte einer Ebene im (viil) Lineare Unabhangigkeit
Raum von Vekto

Gegeben seien m Vektoren

a.,a,, --,a..

Die Vektoren heifden linear
abhangig falls es m reelle Zahlen
W, W, -+, gibt, die nicht alle
gleich Null sind, so dass gilt:

Mgy + o8y + oo+ Py g8y = M8
Andernfalls heilden die Vektoren
linear unabhangig.

Sel d ein Vektor zu einem Punkt,
der in einer Ebene liegt. Seien

ferner die Vektoren b und ¢
Richtungsvektorn, dann gilt far
alle Punkte ¥ In der Ebene:

F(t,t)=a+t-b+t,-¢c, t,t, el
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(ix) Basisvektoren Am einfachsten ist es, wenn die RN
Jeder Vektor ist durch die Basisvektoren senkrecht aufeinander
Basisvektoren darstellbar. Ein stehen und die Lange Eins haben.

Z A

2D Beispiel lautet wie folgt:
t

Der Vektor & soll durch die e, y
Vektoren € und €, dargestellt 0 0 1)
werden: (%)
I =T = =X-€, +y-€ +7-6
d=pnE +AE = g y T Y€y z
A \ %) 8
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1.2 Skalarprodukt .

"Vektor ¢ Vektor = Zahl"

R R R _ o

abeV — a-b=(ab)el
6 —.

AXiome: . .

— = - Die Definition des Skalarprodukts
Sl: a-b=Db-a
s2: &-1b=(14)-b=1(a 6)| a-b=|al-|p|-cosa
S3: a- (6 + 6) —3d-b+a-c¢ erfullt alle Axiome. Daraus folgt:

S4: a-b=0 firalle aeVvist &P=0 wemn adib
— und umgekehrt:

aquivalentzu b =0 .
1 Falls a-b =0 dann gilt:

—_

=0 oder b=0 oder a1b o
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Die skalare Multiplikation hat In
Komponentenschreibweise die Form:

/ax\ /bx\
a |- b

y y

Q|
T
I

\a, ) \b,
=ahb, +ab, +a,b,

Aus der Definition
a-b=|a-bjcosa

folgt aulRerdem

Q|
oy

COS =

Q|

o

Damit kann man den Winkel

zwischen zwel VVektoren be-
stimmen.

Beispiel: Wie groB ist der Winkel,

den die beiden folgenden Vektoren
miteinander einschliefRen?

(3.7 ) (—6.8)
i=| 4.9 b=| 04
2.3 5.1

Die Betrage der Vektoren sind

a

Oy

=3.77 +4.92 + 2.3 =6.557
~/6.82+0.4% +5.12 =8.509

10
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Andererseits ergibt das direkte Aus- Der Winkel zwischen den
rechnen des Skalarproduktes: Vektoren ist also:
(3.7 (—6.8) a = arccos(—0.6261)
a-b=| 49 |-| 04 =128.76°
—2.3) 5.1 Die Vektoren sehen also so aus:
=-3.7-6.84+4.9-04-23-5.1 5
=—-34.93
Damit folgt sofort:
~34.93 o

COS o =—-0.6261

~ 6.557-8.509

11
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1.3 Vektorprodukt

"Vektor x Vektor = Vektor" A
abeVv — éxB:[é,B] eV
AXiome:
ixb=¢ mit Flache des Parallelogramms
(i) ¢ldundCLb A=a|b/sino = axb
(ii) d,b,c bilden ein "Rechtssystem" Eiqenscrlafterl:
V1: axb=-bxa

(i) [c|=laxb=alb|sino

b V2: daxib =(
c=axb éxﬁzqa\‘ﬁ‘sina)ﬁ V3: ax 5+6)=§x6+a’x6
= V4: dxb =0 falls =0 oderb =0

¢ vs:ax(bxc)=(a-c)b-(a-b)

a 12
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Basisvektoren

2
9

I
I
o
re
iy
JTTE
&

€,,€, bilden ein Rechtssystem

= [ 4]

= [ B

e bilden ein Linkssystem

x’z’y

,,Zzyklische Vertauschung

WS 2019/20

Dl
X
D

I

D
CDl

o |

X y z
€, x€, =€, eixej:—ejxei
€, x€, =¢€, fr 1,]=x,y,12

Vektorprodukt beliebiger Vektoren:

X X"z
rab (e xe )+ab,(g x8,)
+a,b, (g, x8,)+a,b, (g x8,)
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éxﬁ —abeée —abe In Komponentenschreibwelse:
XYz XZ7y (a \

—-abe +abé )
ymxoe o yreX "Kreuzprodukt": a=|a,

+a,b,6, —a,b g,
= (aybZ — azby)éX
+(a,b, —a,b,)E,

+ (axby — aybx)éZ

Darstellung als Determinante Beispiel : i=|2| b=|5
é>x éby é>z 3/ .6
Fxbh = a, ay a ] (1) (4 (2-6-3-5) (-3
3) \6) \1.5-2-4) (-3
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1.4 Koordinatensysteme

kartesische Koordinaten (X, Y, z) Zylinderkoordinaten ( p, ¢, z)
Z4 Z4

£y (pCcoso

X 5>0 pPLOSO

-~
-
-
-
-
-
-~
-
-
-~
-~

X
Kugelkoordinaten (r, ®, ¢ )  z% (rsin®-coso )

F=| rsin®-sin
} ¢

r>0 e—
® |0, 7] \ rcos® J
¢ €[0,27] y

-~
-
-
-~
-
-
~—
-

15
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1.5 Beschreibung von Bewegungen im 3D Raum

Z4 x(t,) Z4 X(t,)
S F(t) = y(t) r(t,)=| y(t,)
Z(t,) @2 2(t,)

—~—
-~
-
-~

-~

~ Eine Bewegung im dreidimensionalen Raum
r(t)=| y(t) kann durch einen Vektor dargestellt werden,
L z(t) dessen Komponenten Funktionen der Zeit sind.

Alle Punkte, die dieser VVektor mit der Zeit erreicht, beschreiben
die Bahnkurve eines Massepunktes im Raum.
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