PHYSIK B2 (Zusatzvorlesung) 552020

4. Integralrechnung in 3D

(i) Wiederholung: 1D Integrale
Wie grol ist die Flache unter einer
Kurve f(x) zwischen den Grenzen

X, und x,, ?

00 |y
Xa X Xb X

Man teilt die Flache in n schmale
Streifen der Breite:

_ Xb B Xa
n
Die HGhe jedes Streifens Ist:

f(x,) mit X =X +K-AX

AX

Dann kann man die Flache schrei-

Iben INn der Form:

_Almzf(x ) AX = jf(x)dx

Den rechten Ausdruck bezeichnet
man als ,, bestimmtes Integral “ der
Funktion f(x) in den Grenzen

{Xa’Xb}-
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(ii) 2D-Integrale — Flachenintegrale

Es soll folgendes Zwel-
fachintegral berechnet
werden: dA =dx dy

H f(x,y)dA

Flache A

Yo X2(Y)
=j jf(x,y)dx dy

Y1\ X (Y)
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Beispiel 1: Flache eines Kreises in R %(¥)
karthesischen Koordinaten A, = j j 1dx |dy
| —R\ x.(Y)

Esist x*+y° =R"
= X%(y)=+/R* -y
X (y)=—R* -y’

: | Dann kann das Integral geschrie-
ben werden als:

R (+/R2y? )
A, :j jdx dy
R Ry

In diesem Fall ist f (x, y) = 1, also gilt:
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= Ab=T(ZJRZ—vz)dFZTJRZ—yZdV

Dieses Integral ist tabelliert (z.B. im Taschenbuch der Mathematik
von Bronstein):

( A
j\/Rz—yzdyzi y4/R% — y? — RZarctan Y
2 \/Rz 2
Damit folgt' E {R
j\/Rz—y dy_1 y\/Rz—yz—Rzarctan£ :y 2]
2 I \/R -y 1.
= %_ R’ arctan(—oo)+ Rzarctan(+oo)]

—TE/2 n/2
Die Kreisflache ergibt sich schlie3lich zu:
R°( —m =

2
AO=2-2(—2+ZJ=TCR 106
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Beispiel 2: Flache eines Kreises In
Polarkoordinaten

dA

X=rcose,y=rsinge

Das Flachenelement dA lautet In
Polarkoordinaten:

dA=rdoedr

Die Kreisflache ist dann:

R

o fon

R
=2ﬂjrdr :ZE[EFZ} =7 R?
. 2

0

Der Vergleich zu dem Rechen-
gang in karthesischen Koordinaten
zeigt den Vorteil des angepaliten

Koordinatensystems.
107




PHYSIK B2 (Zusatzvorlesung) 552020
V —Volumen des Korpers (i) 3D-Integrale — Volumenintegrale

N
\ V2> AV, N —wAV, >0
i=1

N
— — — =V = IJTOOZAVi
AV,—0 1=1
M = _[ dVv = j j j dxdydz
V V
7 Integral I einer Funktion f (X, y, z) Gber V:

N
|~ f(X.Y.,2)AV,, N — oAV, >0
I=1

N
= 1= 1lim > f(x,y;,z)AV,

N —oo

AVi = /\XI /\yl/\z| AV,—0 =1
= [ f(x,y,2)dV = [[[ f(x, y,2)dxdydz
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Beispiel: Schwerpunkt eines homo- Mit dV =dx dy dz folgt fur
genen Quaders die X,-Komponente:
24 ( A
(X \ c| b/ a
I xszij j jxdx dy |dz
Is=1Ys abc 3| 5\ 9
\ Zs / \ aaf/z )
c/b C
:lij _[dy dz:la—bjdz
| 2bcgls C3
X y | _Zlabc _1_
(X ) 2 bc 2
r=|y | * Entsprechend folgen die anderen
7 | Komponenten und man erhalt:
\ %) e
: : (a)
Der Schwerpunkt ist: 1
r=2|b
r==([[rav mit v=a-b-c 2
Vo \C) 109
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5. Berechnung von Tragheitsmomenten

In der Praxis liegen keine diskreten
Massenpunkte vor, sondern eine
kontinuierliche Masseverteilung.
Dann mussen die Massepunkte durch
,JInfinitesimale Massen‘ ersetzt
werden, Uber die dann aufsummiert,
d.h. integriert wird.

Die Dichte von Materie war definiert

als o dm
r)=—
PN ==

Also gilt:
Am. = p AV. = p AX. Ay. Az

Damit gilt fur eine beliebige
Funktion f(x,y, z):

.ZN: f(X,Yi,z;) Am; =

NG Am.

= > f(r
iZ:;‘ (')AxiAyiAzi
Am.

— = p(r;) folgt :
AXAY.AZ p(r) folg

i f(Xi’thi)Ami =

_ Y (R p(R)AxAYAL

—AXAY.AZ.
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X2 Y2 Z;
Flr N — oo geht dieser Ausdruck in J f(r)o(r)dzdydx
die integrale Schreibweise Uber: % Vi 7
Z A
Anschaulicher == "/dfyL | Der Ausdruck
kann man sich | dz f(F)p(F)dV
das auch so _‘L/'/ wird Uber alle Volumen-
klarmachen: &

Volumen

elemente des ganzen
Korpers integriert (3-fach-
Integral wegen der drei
Raumkoordinaten):

Xo Yo 2o

jf(r)p(r)dv =Hj f (F) p(F) dz dy dx

X1 Y17
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Reduktion von Mehrfachintegralen auf ,,normale* Integrale:

Xo Yo 2o

jf(r)p(r)dv :j” f (F) p(F) dz dy dx

Volumen Xy Y124

In der Regel sind die Integrationsgrenzen bei Mehrfachintegralen
das Problem, denn die obigen Integrale lassen sich mit der folgenden
Definition auf eindimensionale Integrale zurtckfihren:

X (2 (%) [ 25(x,y) )
[f@pmav =]} ]| [t0ay.2)p0xy.2)dz|dy |dx
Volumen X1\ V1 (x)\ 1 (x,y) )

Die Integrationsgrenzen hangen meistens auch von den Variablen ab,
Uber die noch nicht integriert wurde.

Tragheit.s':I—Zm,u:I— [ rzam= [ p(F)riav

moment:
Korper Volumen 112
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Beispiel 1: Tragheitsmoment eines homogenen Wiurfels der Masse m,
der um eine seiner Kanten rotiert. Der Wirfel habe die Kantenlange a
und die konstante Dichte p (relativ leichtes Beispiel).

D

7:

dm = pdV = pdxdydz

1= [p(r)riav :Xf[yzj(X)Ezsz(x, y.7) rfdz]dy]dx
Volumen X\ Y1 (X)\ z;(x,y)
'OTU[.T (x2 + yz)dszyJ dx = p U a(x2 + yz)dy] dx
0\ O0\DO 0

2 a’ a’ a 2
all ax?+— |dx = pal — + = —pa’a’
[ O

3 113
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k-

Beispiel 2: Tragheitsmoment eines homogenen Zylinders der Masse m,
der um die z-Achse rotiert. Der Zylinder habe den Radius R und die Hohe
h sowie die konstante Dichte p (schon sehr schwierig).

Es wird das Tragheitsmoment bei der Rotation
um die Langsachse (z-Achse) berechnet:

| = jrjdm = jrfp(r)dv
mZylinder VZyIinder
= l=p [rfdv
ﬁy VZyIinder
ri=x+y°
dV =dxdydz
= l=p ”j(x2 +y?)dx dy dz

VZyIinder 114
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Zylinderkoordinaten sind folgendermalien definiert:
(X)) (r, cose)
y|=|rsine|

\Z) K Z ) (\\(\:: ___________ -
X+ y?=ricos’p+rsin®p=r; ]

=l
I

dV =r dodr, dz (Volumenelement)

h R2x

HI r’r, deodr, dz
00
1 1

_([ (pjr3dr Idz —p27z4R h—Eﬂ'R h,oR2

VZyImder =M

1mR2
2 115
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Beispiel 3: Tragheitsmoment einer

Kugel der Masse m (bereits sehr sehr
schwierig 1)

Aus Symmetriegrinden ist das
Tragheitsmoment | um jede Achse

Z durch das Zentrum der Kugel
L gleich grol:.
Definitionsgeman ist also:
O\J_ — \
|~ T~ _ 2 . 2
// f e - | = _[ r'dm = j prodVv
/ mKugel VKugeI
| :
\ =p j r-dv
\
\\\ Viugel
e y Dabei wurde ein homogenes
- Material mit p = const.
I angenommen.
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Die Losung wird in Kugelkoordinaten
(r, 9, ¢ ) ausgerechnet:

.r’sin $de d9dr
0V  dadbdr
Also folgt:
Rxz2rx
:p”j r‘sin9dodddr =
00O
R V4 21
4 : 3
dV = dadbdr =,ojr drjsm Sdgfd(p
0
X da = rsin 9.do L T

_4
3

db=rdS 5
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Es ergibt sich:

R® 4
| =p— — 21
P53
2 (4
=—| =—7zR’| pR?
5[3 jp
VK

Da VKugeI 10 =Mm

folgt fur das Tragheitsmoment
einer Kugel, deren Drehachse
durch den Mittelpunkt geht:

I:EmR2
5

Generell hat das Tragheitsmoment
eines starren Korpers immer die
Form:

= £mR?

Dabeli ist £ ein Geometriefaktor,
der von der Form des Korpers
abhangt.

Korper

Es gilt: Je weiter sich die Massen von
der Drehachse entfernt befinden, desto
grofer ist das Tragheitsmoment.

Die Tragheitsmomente einiger
ausgewahlter Korper zeigt die
folgende Graphik:
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